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1 Espacio afín euclídeo 


Definición Se dice que un espacio afín (A, V, $) es un espacio afín euclídeo 
si el espacio vectorial Y es un espacio vectorial euclídeo. 

Recordamos que un espacio vectorial real Y es un espacio vectorial euclídeo 
si está dotado de un producto escalar; esto es, de una aplicación 


(, ):VxV—R, 


bilineal, simétrica y definida positiva. Usaremos la notación (U, 1), U - UY indis- 
tintamente. 


Notación Denotaremos E a los espacios vectoriales euclídeos y (E, E, /) a 
los espacios afines euclídeos. 


Definición Una distancia d en un espacio afín Á es una aplicación 
d: AxA —R, (P,Q) — a(P, Q) 


que cumple: 


1. d es definida positiva; esto es, d(P,(Q) > 0 y d(P,Q) =0 si y sólo si 
P=0, 


2. d es simétrica; esto es, d(P, Q) = d(Q, P). 


3. d cumple la desigualdad triangular; esto es,d(P, (2) < a(P, R) + a(R, Q). 


Observación El producto escalar definido en un espacio vectorial Y permite 
- definir una distancia d en el espacio afín (A, V, f) de la siguiente manera: 


d: AxA=R, d(P,Q)= PQ -PQ. 


1.1 Referencias ortogonales 


Un sistema de referencia afín R = (O;€,,...,€,) en un espacio afín euclídeo 
(IE, E, f) se dice ortogonal (resp. ortonormal), si la base B = ([€,,..., €) del 
espacio vectorial Y es ortogonal (resp. ortonormal). 
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Cambio de sistema de referencia ortonormal Sea (E, E, f) un espacio 
afín euclídeo de dimensión n. Sean R = (O; Bj y R' = [0”; B') dos sistemas 
de referencia ortonormales de E. 

Si O'(a¡,...,an) y Mp:p es la matriz de cambio de base entonces la matriz 
del cambio de sistema de referencia de R' a R es: 


Mp 


Se verifica que: 


1. La matriz Mp: es una matriz ortogonal; esto es, Mz = MP p. 


2. det Mgg = +1. Si det Myg = 1 se dice que B” y B tienen la misma 
orientación y si det Mg = —1 se dice que B' y B tienen distinta ori- 
entación. 


1.2 Subespacios afines ortogonales 


Sea (IE, E, ) un espacio afín euclídeo de dimensión n. 
Recordamos que, dado un subespacio vectorial W C E, el conjunto definido 
como sigue: 
(UE€E|-0=0 para todo w € W) 


es un subespacio vectorial de E que denotamos W* y llamamos subespacio 
ortogonal a W y cumple 
E=W0aVw!. 


Por tanto, 
dim E = dim W + dim W”. 


— > 
Definición Dos subespacios afines L; y La de E tales que dim Ly + dim L3 < 
n se dicen que son ortogonales si sus respectivos subespacios vectoriales asoci- 
DD > 
ados L¡ y La son ortogonales; esto es, cualquier vector ú € L, es ortogonal a 
cualquier vector Y € La. 
. . 5% . e . . +1 2 
Si dim L1 + dim L2 > n, diremos que L;,, L2 son ortogonales si L¡* y La 
son ortogonales. 
Notación. Si Li y La son ortogonales, usaremos la notación L¡ 1 £z. 
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Definición Sea L un subespacio afín con subespacio vectorial asociado de 
— 

Se dice que el subespacio afín L/ con subespacio vectorial asociado £L' es el 
> > 

complemento ortogonal de L si L y L' son ortogonales y además V = L Q £?/. 


Casos particulares 


1. Dos rectas r = P + L((0)), r* = P' + L((0')) son ortogonales si y sólo 
ay. =0 

2. En dimensión 3, una recta r = P + L(U) es el subespacio ortogonal a un 
plano de subespacio vectorial asociado W si Y es ortogonal a cualquier 
vector de W (en este caso, V = W O L(5)). 


3. Sea 7 = P + L((ú1, U2)) un plano afín. La recta r = P + L(([U)) es 
ortogonal a T si el vector Y es ortogonal a los vectores U¡ y Us. 


4. En dimensión 3, una recta r = P + L((6)) es ortogonal a un plano 
rT= P + L((ú1, %2)) si el vector U es paralelo al vector normal al plano; 
esto es, Y y ñ son paralelos, donde R = U, A U2 y A denota el producto 
vectorial en Ez. 


. En dimensión 3, dos planos Tr, y Tr2 son ortogonales si sus respectivos 
vectores normales son ortogonales. 


a 


1.2.1 Proyección ortogonal de un punto sobre un subespacio afín 


Sea L un subespacio afín de un espacio afín euclídeo JE y sea P un punto de 
E que no pertenece a L (esto es, P € EXML). La proyección ortogonal de P 
sobre L es el punto Py intersección de L con el complemento ortogonal a L que 
contiene al punto P; esto es, 


pr,(P) = LN S donde S =P + L* 


1.3 Distancia entre dos subespacios afines 


Sea (E, E, fp) un espacio afín euclídeo de dimensión n. Sean Lj y La dos 
subespacios afines de E. Se define la distancia entre L¡ y L3 como el mínimo 
de las distancias entre sus puntos; esto es, 


d(L;, La) = min [d(P,, Pa) | P¡ € Li y Po, € Lo). 
Nótese que si L¡ N La H ( entonces d(L;, L2) = 0. 
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e Si L;¡ y Lz2 son subespacios paralelos, supongamos L¡ C La entonces 
d(L;, L2) = d(P, La) = min fd(P, Pa) | Pa € La) 
siendo P un punto arbitrario de L;. 


e$Sil; =P + Es y Lo = Pa+ pe no son paralelos entonces construimos un 
subespacio H que sea paralelo a uno de ellos y que contenga al otro. Por 
ejemplo, podemos tomar H = P, + Eat Eds El subespacio H contiene a 
L, y es paralelo a Lo; por tanto, 


d(La, Lz) = d(H, L2) 


y estamos en el caso anterior. 


Por tanto, el problema se reduce a calcular la distancia de un punto P a 
un subespacio L. 
1.3.1 Distancia de un punto P a un subespacio afín L 


Sea (E, E, /) un espacio afín euclídeo de dimensión n. Sea P E E y sea 
L= Q +L un subespacio afín de E, con P E L. Entonces, si llamamos P, a 
la proyección ortogonal de P sobre L, se tiene: 


d(P,L) = d(P, Po) = [PR | 


A continuación estudiaremos varios casos particulares de distancia entre sube- 
spacios afines. 


Distancia de un punto P a un hiperplano H Sea P un punto de coor- 
denadas (p;,...,Pn) y sea el hiperplano H de ecuación cartesiana 0111 +-:**+ 
“AnZn +b=0. 

Si denotamos Py a la proyección ortogonal de P sobre H, se tiene: 


ALE) = AE. 
Sea u el vector unitario normal al hiperplano; esto es, 


(Aíx+ 1 06) 
a+... +al 
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Se cumple: 


ES Due e 
d(P, Po) |PPo -ú| = ln put je et. 


[ajt1 +-++ + Anta — (81P1 +-** + AnPa)| 
a+ +al 
la1p1 + +++ +4pPn + d| 


++ az 


Distancia de un punto P a una recta r Sea PEE y sea r =Q+L£((ú)) 
una recta en E. Denotamos Py a la proyección ortogonal de P sobre r, se tiene: 


d(P, r) = d(P, Po), 


donde P, es un punto de la recta r que cumple PP, .4=0 


Distancia entre dos rectas que se cruzan en Ez Sean r, = P, +L£L((ú1)) 
y ra = Pa + L((u2)) dos rectas en Ez. Construimos un plano paralelo a una 
de ellas y que contenga a la otra; por ejemplo, el plano r = Pa + L((4:, U2)) 
es paralelo a la recta r, y contiene a la recta r3. Y consideramos el vector 
unitario normal al plano Tr; esto es, el vector 


d= === bh AU 
Capa 


donde A denota el producto vectorial en Ez. Se tiene: 


d(r;, ra) = d(ri, Tr) 


—> 
Consideramos el paralelepípedo cuyas aristas son los vectores P¿P,, Uy y Usz. 
El volumen de dicho paralelepípedo es el valor absoluto del producto mixto de 

e 
U, Ua y P¿P;; esto es, 


> > = me A > — e > > 
V.= [[ñ,, da, PAP] | = [PP, E (ds A i2)| = Al [paa A ua|| [cos a.| 
id > 
donde «a es el ángulo que forman los vectores P¿P, y Uy AU2. 
El área de la base del paralelepípedo es: 
A = |ú, A úa]| 
La distancia entre r, y rt es la altura de dicho paralelepípedo. Por tanto, 
—— 

[ú1, 2, PAP] 


E 


> 
= [2.2 [cos a . 


1.4 Ángulos 


El ángulo formado por dos vectores no nulos 4 y Y de un espacio vectorial 
euclídeo, es el número real que denotaremos (u, 1) ó u, Y tal que 


cos(ú, 8) da Ba 
UD = =>" 
[13% 11 [13211 


2 Isometrías 


Definición Sean (E, E,Q) y (E/, E*, f”) dos espacios afines euclídeos. Dire- 
mos que una aplicación afín ': E —> E/ es una ¿sometría si 


d (HP), AQ) =A(P,Q), VP,QEE, 


donde d es la distancia definida en E y d” es la distancia definida en Ef. 


Observación Las isometrías son siempre inyectivas ya que si f(P) = f(Q) 


entonces 
0=d(F(P), F(Q)) = a(P, Q) 
implica P = Q. 


Proposición Una aplicación afín f: E —= JE” es una isometría si y sólo si 
su aplicación lineal asociada ¿: E —= E" conserva el promlucto escalar (esto 
es, f es una isometría vectorial). 


Demostración Veamos primero que si f es una isometríía entonces f con- 
serva el producto escalar. Sean u,v € E y sea P € E, entomces se tiene por la 
definición de espacio afín que: existen A, B E E tales que ii = PA y U= PB. 
Entonces, 


ESA) IB)? = FAA 
= (HA LP) 11 

(P) 

)/ 


1075) 
PIES) > (4 FASES HPA) 
= HOP FAP) 2) MPIB) 
+HPIMB) > HPINB] E 
= SA), HP) 2 HAIAB) > FPIAB) + (1(P), 1(B)P 
=  dA,P?+2f(4P) - F(PBI+d(P, BY, 


f es isometriia 


y, por otro lado, 


O y q —> — — ) —<-+ ——> 
d(A,B)?” = AB-AB=|AP+PB AP+PB 
e sra Mio — 
= AP-AP+2 PB+PB+PB 


Por tanto, como estamos suponiendo que f es una isometrila tenemos 


d(A,B) = FA), FB), 
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y, por tanto, 


Luego f es una isometría vectorial. 
Recíprocamente, si f es una isometría vectorial, entonces 


eS — A 


d(A,B? = AB-AB= (AB) - FAB) =F(A)1(B) -F(A)1(B) 
AFA), HB). 


Proposición La composición de isometrías es una isometría. 


Observación Las isometrías afines conservan los ángulos entre subespacios 
afines ya que 


es A ADA 
A 


Definición Un desplazamiento ó movimiento es una isometría f de un es- 
pacio afín euclídeo JE en sí mismo. 


2.1 Clasificación de isometrías 


La aplicación lineal asociada a un movimiento f: E —> E, es ortogonal, por 
tanto, en un sistema de referencia R = (O, B) ortonormal, la matriz asociada 
a f en esa referencia es de la forma: 


L. Y 
Mes0= | ji ) 


donde A = Mg(f) es una matriz ortogonal; esto es, 47! = A*. Por tanto, 
det A =«<l. 

Si det A = 1 se dice que la isometría es propia ó directa. 

Si det A = —1 se dice que la isometría es impropia ó indirecta. 
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2.1.1  Isometrías en el plano afín euclídeo 


Sea f una isometria de um espacio afín euclídeo JE de dimensión 2 en sí mismo. 
Y sea R = [O, B = (€, ¿,)) una referencia ortonormal en E. La matriz asoci- 
ada a f respecto «e la referencia R es 


a (? D' _ (UU > _ [ 
Malo = (e Fl con As (on Po yhs= ba)" 
El polinomio característico de A es det(A — AL) = A? — tr(A)A + det(A4). 


Subespacio de ¡mantos fijos La ecuación del subespacio de puntos fijos de 


fes 
(A-DX +b=0. 
Por tanto, f tiene puntos fijos si la ecuación anterior tiene solución. 
Si rg(A — 1) =2 (por tanto también rg(A — 1/5) = 2) entonces f tiene un 
único punto fijo. 
Si rg(A — 1) =rg(A — 116) = 1 entonces f tiene una recta de puntos fijos. 


> 


Si rg(A— 1) =rg(A — 1|b) =0 entonces f es la aplicación identidad. 


1. Si det A = 1, la isometría f es propia y A € SO(2) (matrices de orden 2 
ortogonales y con determinante 1). Existe un ángulo 0 tal que 


cos —sin0 
ao cos O ) 
Nótese que, mn estewaso, det(A—AL) = M—tr(AJA+1 y tr(4) = 2cos0. 


(a) Si cos4! = 3 tri.A) 4 1, entonces A = 1 no es autovalor de la matriz 
A y, por tanto, rg(A — [) =2 y f tiene un único punto fijo que 
llamamos P. IEn este caso, f es un giro de ángulo 0 y centro el 
punto jijo P. lEn el sistema de referencia R' = [P, B = (€,,€2)) la 
matriz «sociadia a f es 


1.0 0 


Mer" f) 5% O cosó —sin0 
O sino  cosó 


Si cos = ¿tr(A4) = —1 entonces 0 = 180% y f es una simetría 
central We cenitro el punto fijo P. 
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(b) Si cos9 = ¿tr(A) = 1, entonces 


2(31) 


y f es una traslación de vector b. 
¡. rg(4—1) = rg(A—1b) = 0 entonces f es la aplicación identidad. 
ii. rg(4—1) % rg(A — 1/b) entonces f es la traslación de vector b. 


2. Si det(A) = —1 la isometría f es impropia y A € O(2) (matrices de 
orden 2 ortogonales). Los autovalores de A son 1,—1. Si tomamos 1; 
autovector asociado a 1 y uz autovector asociado a —1, tenemos que en 
la base B” = (ú,,U2) la matriz asociada a f (y que con un abuso de 
notación seguimos llamando A) es 


Se tiene rg(A — 1) = 1. 


(a) Si rg(A—11b) = 1 entonces hay una recta de puntos fijos de f. Sea P 
un punto de dicha recta (esto es, un punto fijo de f), en la referencia 


ortonormal R/ = (P, (7% a) la matriz asociada a f es: 


y f es una simetría axial. La recta de puntos fijos r = P + L((u1)) 
se llama eje de la simetría, 


> 


(b) Si rg(A— 1|b) = 2 entonces f no tiene puntos fijos. En la referencia 


ortonormal R' = (o, (ripio ria) ) la matriz asociada a f es: 


0 
MeR(A)=| a 1 
0 


Estudiemos si en este caso hay alguna recta invariante. Sabemos 


que V(1) = L((81)) y VE1) = L((u2)). Calculamos X f(X). 
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Sean (x;, 17) las coordenadas en la referencia R” de un punto X 
arbitrario, se tiene: 
A 
Xf(X) = FNX)-X= (21 + C1, -2) + 02) — (2), 29) 
(c1, 2x9 + C2). 


Il 


— 
Si —22% +2 = 0 entonces Xf(X) € L((u1)). Entonces, la recta de 
ecuación —2x, + cz = O es una recta invariante de f. Si tomamos 
como origen de la referencia un punto P en dicha recta (luego las 
coordenadas de P son de la forma (p, 2)), tenemos que en la refer- 


: O > 1.2 2 A 
encia 7! = (P, (pa [ia ía) ) la matriz de f es: 


100 
MerR(f)=|p. 1 0 
0.0 —1 


Se trata de la composición de una simetría axial de eje la recta 
invariante P + L((U1)) y una traslación paralela al eje (de vector 
(p,0)). 

Observación. Toda simetría compuesta con traslación se puede 
descomponer de manera única como una simetría compuesta con 
una traslación de vector el vector director del eje. 


Cuadro de clasificación 


1 
det A = 1 (entonces cos a: = s tr A) 


rg[A-D) |rg(A-I1|b) Clasificación 
| cosa =1 ] 0 | 0 (b=0) | Isometría identidad 
cosa: = 1 0 1 (640) | Traslación 


| cos auf 1l | 2 | 2 Giro de centro el único punto fijo 


det A = —1 
rg A—I) | rg(A—I1|b) | Clasificación | 
Simetría respecto la única 
1 1 ; 
recta de puntos fijos 


| 1 Ni 2 | Simetría deslizante | 
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Ejemplo Clasificar la isometría f(%1,12) = (1 — 22,3 — 21). 


Solución 
La matriz asociada a esta isometría es 
e a o -1 1 
Mar(N) =| 1 0 -1 |, denoto A = ybs= 5% 
-1 0 3 
3-1 0 
Como det(4) = —1 la isometría es impropia, tiene autovalores A = —1,1 y, 
en este caso, €, = € 3) es una autovector asociado al autovalor A= —1 


y unitario y € = € 3) es una autovector asociado al autovalor A = 1 y 


) 
unitario. Veamos si f tiene puntos fijos. Como 


pen 


rg(A—1)=1 y rg(A-— 1|b) = 2 


la isometría f no tiene puntos fijos. Se trata de una simetría compuesta con 
una traslación. Veamos si tiene alguna recta invariante. Vamos a calcularla: 


XFA) = HX)-X =(1-— 223,3 — 21) — (21, 22) 
= (1-2, -—293,3-%,-2,) E V(-1)6V(1) 


A . . ESTER . 
Luego, Xf(X) € V(-1) si y sólo si X f(X) y €, son proporcionales; esto es, si 
1- Ti Ta = 1h 
3= TT = t 


Restando las dos ecuaciones obtenemos 2 = 0 que es imposible. 
— > 


—_—_——> 
Y Xf(X) € V(1) si y sólo si Xf(X) y €2 son proporcionales; esto es, si 
l-2i- = —l 


Ii = t 


. e 
Restando las dos ecuaciones obtenemos t = 1 y por tanto, Xf(X) € V(1) si y 
sólo si 
21 + Ta = 2 


que es la ecuación de la recta invariante. 

Por tanto, f es una simetría deslizante; esto es, una simetría s de eje la recta 
invariante compuesta con una traslación de vector proporcional al autovector 
asociado al autovalor A = 1 (vector director de la recta invariante). La matriz 
de la simetría es 


1 U y 
Mer(s) = a 0 —1 
Bb -1 4 


donde a, b son tales que s deja fijo cualquier punto de la recta 11 + 22 = 2. Por 
ejemplo, imponemos que deja fijo el punto (1, 1): 


1.0 0 1 y y 
a 0 -—1 1 = 1 => l z ) 
b-1 0 1 1 
Calculemos cúal es el vector de traslación: 
1.0 0 100 1.0 0 
MerR(A a 1 0 —1 = Ur L 0 2 0 —1 
3-1 0 v 0 1 2-1 0 
1 0 0 
SS vuv+2 0 -—1 
va + 2 -—1 0 


luego v; =-—1 y v.=1. 


Ejemplo Obtener la expresión analítica de la isometría del plano que es com- 
posición de la simetría de eje la recta de ecuación 1, + 12 = 1 con la traslación 
de vector UY = (1,2). Descomponer la isometría obtenida como composición de 
una simetría y una traslación de vector paralelo al eje de simetría. 

Solución 

La recta vectorial asociada al eje de simetría tiene ecuación cartesiana 
LT] + Tag = O. 

Considero el sistema de referencia R' = [P, (ú,, ú2)) donde P es un punto 
del eje de simetría, por ejemplo, P(1, 0), el vector 1 es un vector unitario en 
de 


la recta 11 + x2 = 0; por ejemplo u1 = y q) y el vector ús es un vector 


Le 
yY2 
unitario y ortogonal a ú,; esto es, Us = 75 


TS 


5) . En dicha referencia la matriz 


asociada a la simetría S de eje 11 + 12 = 1 es 


Por tanto, 


Mer(S) = MrrMRRAS) Mer 


= MerRMRERAS MBR)” 
La 4 10.0 OO + CNO » e da 
o a 1 1 
> 1142 0 1 0 lA Y 
0 wo wo 0.0 -—1 0 S wo) 
1.0 0 
= 1.0 -—1 
1-1 0 
La traslación T' de vector Y = (1,2) tiene matriz asociada: 
100 
MerR(D)=| 110 
20 1 
Por tanto, la matriz asociada a la isometría pedida es 
100 E O y 
MerrR(T o S) = Mer (T) Mer(S) = 11.0 1 0 —1 
2.0 1 1-1 0 
Ll 0 0 
= 2 0 -—1 
3-1 0 


(To S)x1, 22) = (2 = 22,3 == 21). 


Vamos a descomponer la isometría obtenida como composición de una 
simetría y una traslación t3 de vector paralelo al eje de simetría. Descom- 
ponemos el vector Y = (1,2) como suma de un vector de dirección paralela al 
eje de simetría s y un vector ortogonal a dicho vector: 


7 = (1,2) =a(1,-1) +b(1,1), 


de donde a = —1 y bh = S. Por tanto, tomamos la traslación tz de vector 
v, = (-3, 5). Hallamos la simetría sy: 
14 4 1.00 1.000 
2 0 -1]=-|-¿510 ge Y 1 
3-10 3 01 d -1 0 
1 0 0 
= A 0 —1 
+3 —1 0 


1 
Mer (s2) = ? 0 —-1 
2 


Il 


xo = (; 


Por tanto, la recta 5 = 2x + 2y es la recta de puntos fijos de la simetría s2 (es 
el eje de simetría). 


2.1.2 Isometrías en el espacio afín euclídeo tridimensional 


Sea f una isometría de un espacio afín euclídeo E de dimensión 3 en sí mismo. 
Y sea R = [O, B = (€,,€2,8€3)) una referencia ortonormal en E. La matriz 
asociada a f respecto de la referencia R es 


1 0 11 012 013 a by 
Mer(f) = ( A A ) con A o d21 093 0933 y b = ba 
431 03 033 b3 


El polinomio característico de A es det(A — AL) = —A +tr(4)A? — tra(AJA + 
det(A), donde 


0422 (23 
032 033 


011 (3 
031 033 


411 (012 
421 022 


tra(A) = 


Subespacio de puntos fijos La ecuación del subespacio de puntos fijos de 
f es a 
(A-DX+0=0. 
Por tanto, f tiene puntos fijos si la ecuación anterior tiene solución. 


Si rg(A — 1) = 3 (por tanto también rg(A — I1b) = 3) entonces f tiene un 
único punto fijo. y 
Si rg(A — 1) = rg(A — 1|b) = 2 entonces f tiene una recta de puntos fijos. 


Si rg(A — ID) =rg(A — 115) = l entonces f tiene un plano de puntos fijos. 


Si rg(A — 1) = rg(A — 1|b) = 0 entonces f es la aplicación identidad. 


¿de 


1. Si det A = 1, la isometría f es propia y A € SO(3) (matrices de orden 3 
ortogonales y con determinante 1) y, en una base ortonormal conveniente 
B' la matriz asociada a f se escribe: 


B E 0 
MprB(f)=| 0 coso —sin0 
O sinó  cos0 


Nótese que, en este caso, tr(4) = 1+2c0s0. 


(a) Si cos9 = 1, entonces rg(A — 1) = 0, entonces pueden pasar dos 
cosas: 


pan 


i. rg(A — 1|b) =0 y, en este caso, 


1000 
0100 
Mer S) == 0010 
00.01 


y f es la aplicación identidad. 


ii. rg(A — [|b) = 1 y, en este caso, no hay puntos fijos y f es una 
traslación de vector b. La matriz asociada a f en este caso es: 


1000 
b.100 
Mer (f) > ba 01.0 


A Uña 


(b) Si |cos0| 4 1, entonces rg(A — 1) = 2 y pueden pasar dos cosas: 


i. rg(A—1|b) = 2 y, en este caso, hay toda una recta de puntos fijos 
r= Q +L£((ú1)), donde ú, es autovalor asociado al autovalor 


= 1. En la referencia R' = (Q, (Epi úiz,1ig) la matriz 
asociada a f es 


¡0 0 
0140 0 
Mer $) = 0 0 cosg —sin0 
0 0 sinó  cosO 
Y f es un giro ó rotación de angulo 0 y eje la recta r de puntos 
fijos. 
En el caso particular de que cos 9 = —1, tendríamos una simetría 


axial de eje la recta r de puntos fijos. 
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ii. rg(A — 116) = 3 y, en este caso, no hay puntos fijos. La matriz 
asociada a f se puede escribir como sigue: 


1000 10 0 0 
 |b 100 01 0 0 
MekR(S) = b 0.1.0 0 0 cosó —sin0 
bb 0.01 0 0 sing  cosO 


y f es un movimiento helicoidal, esto es, un giro de ángulo 0 
y eje la recta invariante de f con subespacio vectorial asociado 
V (1), compuesto con una traslación paralela a dicha recta (de 


vector ú= X f(X), con X € r). 
2. Si det A = —1, la isometría f es impropia ó indirecta y A € O(3) (ma- 
trices de orden 3 ortogonales) y, en una base ortonormal conveniente 


B' = (8, €, 24) (el vector e, es autovector asociado a A = —1 y unitario) 
la matriz asociada a f se escribe: 


] -1 0 0 
Mr (f) = O cosg —sinQ 
O sinó  cos0 


Nótese que, en este caso, tr(A) = —1 + 2c080. 
(a) Si cos9 =1 entonces rg(A — 1) = 1. 
i. Si rg(A — 7/b) = 1 entonces hay un plano de puntos fijos r = 


P+L£((0,,02)). En la referencia R' = (o, (4, qa] 0%» 121%) ) 
la matriz asociada a f se escribe 


1. 0.00 
| 0-100 
MeRID= | 0 0 10 
Ó 0 941 


y f es una simetría especular respecto del plano de puntos fijos. 
li. Si rg(A — 115) = 2 entonces no hay puntos fijos. La matriz 
asociada a f se puede escribir como sigue: 


1000 1.000 

da ival llo 0 
MeriD=| 5010 0.0 10 
bs 0.01 0. 0.01 


y f es una simetría compuesta con una traslación de vector 
paralelo al plano invariante (U = (0, ca, c3)). 
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(b) Si cos9 % 1 entonces f no tiene el autovalor A= 1 y hay un único 
punto fijo (2. En la referencia ortonormal R! = (Q, (U, U2, Uz)) la 
matriz asociada a f se escribe: 


1400 10 0 0 

0-100 01 0 0 
MeRAS) = 0.0010 0 0 cosó —sinó0 

0 0 01 0 0 sinó  cosd 


y f es una simetría (respecto del plano (¿+L(((ús, U3)))) compuesta 
con una rotación de ángulo 0 y eje Q + L(((u1)). 


En el caso particular en que cos 9 = —1, entonces f es una simetría 
central de centro el único punto fijo (). 


Cuadro de clasificación 


det A =1 
cos (a) =3(tr A— 1) 
rg A—I) | rg(b| A— 1) Clasificación 
0 0 (b=0) | Identidad 


0 1 (64 0) | Traslación 
Giro de ángulo « 

2 2 A a ; 
y eje la única recta de puntos fijos 
Movimiento helicoidal 

2 3 AS . A 
(composición de giro y traslación). 


det A = -—1 
cos (0) =5(tr A +1) 
rg(A — 1) rg(b| A—I1) Clasificación 
1 


Simetría respecto del único plano de puntos fijos 


1 
1 2 Simetría deslizante (composición de simetría y 
traslación de vector paralelo al plano de simetría) 


Composición de giro y simetría (el eje de giro 


y el plano de simetría son ortogonales). El único 
punto fijo es la intersección del eje y el plano. 
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Ejercicio 1 En el espacio afín euclídeo Ez fijamos una referencia ortonormal 
R. y se considera una isometría afín h, cuyas ecuaciones respecto a la referencia 
dada son: 


2, =-44 ¿21 + 522 — 2 
a ds 4 1 8 
h= dy == q e 
Las 
Lg = —-2— ¿Z1 + 572 + 523 


Se pide: 


1. Escribir su expresión matricial, clasificarla y obtener los elementos nota- 
bles. 


2. Sea f la simetría respecto del plano de ecuación T = 2x2 +23 = 1. 
Determinar una transformación g, tal queh= fog. 


3. Clasificar la isometría 9. 


Solución 


1. La matriz asociada a la isometría h en la referencia R es: 


1 0. 0 0 
=z4 £ 8 al 
Manli) =| 7 2 173 
9 39 9 
add 
Llamamos: 
A E 
ala laa b- 
_9 1 
9 9 3 


Como det A = 1, h es una isometría directa. Los autovalores de A son 
A=1, A= +4 Como 


1d 
rg(A- 1) = rg =3 37! A = A, 
Ta 3 571 
£-1 8 a 
A-—I|b) = dá 1 ll 4 [ez 
rg( lb) = rg 5 a = 
A 4 £-1 —2 
9 9 9 


el espacio de puntos fijos de h es una recta y h es un giro de ángulo 5 
(pues cos O = 5 (trA — 1) =0) y eje la recta de puntos fijos. 
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Se tiene: 


F o= (x1(4-1)X+5=0) 


!l 
>: 
ha 
| 
| 
2 

Se 

2 

1) 

| 

¡Ko) 

| 
DN|rR 

2 

ww 
Nx 


2. Tomamos una referencia R' = (P, (%,, 02, W3)) donde P € Tr, W,, y E T 
y 3 € ÓN y ortogonales entre sí; por ejemplo,2x2 + 13 = 1 


P = (0,0,1), 

ú, = (1,0,0), 

iz = (0-3) 

2 pe 5 > 

2 = (0-3): 
5 5 


La referencia R* es una referencia ortonormal de Ez y 


100.0 
010.0 
000 -1 
Se tiene: 
10.0 0 
O 1 0 0 
= 1 2 |Mer(fMz! 
0.0 Y YE RR 
0 
100 0 
A 0.1 0 0 
pS Ll A sé , 
3 dh 
0-5 5 


N 
N 


Una transformación g, tal que h= f o y es tal que: 


Mer(9) = Mer(f)*Mer(h) 


—-1 


10.0 0 1.0.0.0 
014 0 a £ Ba 
= lag. OL A | 
0 1307 
5 0-5 5 ld: de BE 
L $4 $. q 
A £ £ 1 
= la LES 
a LS d 
9 6045 45 


3. Hallamos con MAPLE los autovectores de A (>eigenvectors(A); ) 


siendo: 
4 g _1 
9 9 
a=[¿ uo 8 
1 £ 
9. 45 4 
obtenemos 
V(1) a LUEL 0, 5), (8, 3, 0», 
Por tanto, det A = —1 y g es una isometría indirecta. Como 
rge(A—I) = 1, (pues A= 1 es una autovalor doble) 
5 esa 8 E Al 
A 9 9 
rg(A—1|b) = rg ¿ —É-1 % 0 ]=2 
-l L 21 -4 
9 45 45 


entonces g no tiene puntos fijos y es una simetría respecto del plano 
invariante compuesta con un giro de ángulo 180%. De hecho sabíamos 
que g= f oh. 


Ejercicio 2 En el espacio afín euclídeo tridimensional Ez fijamos una refer- 
encia ortonormal RR. Se pide: 


.1. Obtener la expresión matricial del giro y de ángulo %; y eje la recta 7 


de ecuaciones 13 — 114 = 1 y 21 +%2 = 2. Describir los subespacios 
invariantes de g. 


2. Obtener la expresión matricial de la simetría s respecto al plano r = 
21 — ta + 13 = 2. Describir los subespacios invariantes de s. 
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3. Obtener la expresión matricial de la composición de g con s: f¡ =s0g. 
Calcular el subespacio de puntos fijos de f¡. Describir los subespacios 


invariantes de f;. 


4. Obtener la expresión matricial de la homotecia h de centro C'= (1,1, 2) 
y razón r = 57. Describir los subespacios invariantes de h. 


5. Obtener la expresión matricial de la composición de g con s y con h: 
fo =hof;¡. ¿Es f2 una isometría? Razona tu respuesta. Describir los 
subespacios invariantes de fa. 


Solución. 


1. Tomamos una referencia [P, (41, da, Uz)) donde P € r, Us E Y y Uz, Uz € 
72 y ortogonales entre sí; por ejemplo, 


Po ILL 
€ = (L,-1, 1), 
ls = 0,.LO., 
uy = (1,-1,2) 


La referencia R” = (P, (rá AT 121) ) es una referencia ortonormal 
0 
0 


de Ez y 
10 0 
o 1 0 
Merl9)=| 9 0 cosz —sinz 
0 0 sin i COS Á 


Por tanto, haciendo un cambio de referencia obtenemos: 


Mer(9) = MrerMrer(9)Mer 


1.0.0.0 
1IL_L 1 _Lz 
= [1 4 € 4% |Mer(dMer 
Y3 Ya “ya 
y LL QQ 
v3 v2 
1 0 0 0 
M+43 41 Ei sl 


a 242-1 £-1 -441 —-424+1 
5014 1 ¿il dd 


Los subespacios invariantes de g son: la recta de puntos fijos (el eje del 
giro) y los planos ortogonales a la recta de puntos fijos. 
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2. Tomamos una referencia (Q, (W,, Wa, W3)) donde Q E T, 2,3 E T y 
U, € T* y ortogonales entre sí. Nótese que el plano T = 11 — 22 +23 = 2 
es ortogonal a la recta r del apartado anterior. Por comodidad, vamos a 


tomar entonces 


Q == P as LL 3), 
A ús 
Wa = 
[a 11” 
A Ue 
w = S 
[|a2]|” 


vw = AS 
[|133|| 


7 
La referencia RR' = (Q, (U;, Wa, W3)) es una referencia ortonormal de Ez 


y 
1.000 
ho BA 
MereiS)=| 09 0 10 
0.0. 01 


Por tanto, haciendo un cambio de referencia obtenemos: 


Mrr(s) = MrerMrr(s) Mer 


1.0 0 0 
11 Lz LL 
= 1 + q Y Mrs) Mr 
e 
2 3 0 h 
Ll 0 0 0 
-4 -1 2 2 


Il 
AS 
N 

| 
EH 

| 
N 


Los subespacios invariantes de s son: el plano de puntos fijos de s (es el 
plano de simetría) y las rectas ortogonales al plano T. 


3. La expresión matricial de la composición de g con s: f¡ =s0 ges: 


Mer(f) = Mer[s)Mer(9) 

1 0 0 0 
-42-1 4-1 41 1 
2/2+3 B+1 e ¿31 
342  -1 y2+1 v2+1 
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El subespacio de puntos fijos de f, es F =P). 
Los subespacios invariantes de f, son: la recta r (eje del giro), el plano 
Tr (plano de simetría) y el punto P. 


. Para hallar la expresión matricial de la homotecia h de centro C' = 
(1,1,2) y razón r = 57 calculamos h(O). Se verifica: 


F(O) = C+rC0Ó=(1,1,2) —57(1,1,2) 
(-56, —56, -112). 
Por tanto, 
L wo. O 
56 57 0 0 
Merlt)=| _56 0 57 0 
AA 0 0 


Los subespacios invariantes de h son: El centro de la homotecia, las 
rectas que contienen al centro y planos que contienen al centro. 


. La expresión matricial de la composición de g con s y con h: fa=ho f,; 
es: 


Mer(f2) 
= Mer(h)Mer(f) 
1 0 0 0 
Ñ 57241  -Ey24+57 -Ly2-57 57 
-114/2-227 -$y2-57 y2+57 5742457 
17142 —112 57 5 27 37 A — 87 


La transformación afín f, no es una isometría pues h no es una isometría. 


Como el centro de. la homotecia en el punto fijo de la isometría f¡ los 
subespacios invariantes de f2 son: el centro de la homotecia, la recta 7 y 
el plano T. 
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